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第 1 章

行　 列　 式

行列式是线性代数中的一个基本概念, 它产生于解线性方程组的过程之中. 它不仅是

研究线性方程组的一个基本工具, 也在其他数学分支及科技领域中得到广泛的应用.
本章的主要内容是介绍行列式的定义、 性质、 计算以及克拉默法则.

1. 1　 行列式的定义

1. 1. 1　 二阶行列式

行列式起源于求解线性方程组. 先看用消元法求解二元一次线性方程组的过程:
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2 .{ (1. 1)

　 　 以 a22 与 - a12 分别依次乘以式(1. 1) 的第一个方程与第二个方程的两端, 然后用第一

个方程加上第二个方程, 得

(a11a22 - a12a21)x1 = a22b1 - a12b2 .
类似地, 消去 x1, 得

(a11a22 - a12a21)x2 = a11b2 - a21b1 .
若 a11a22 - a12a21 ≠ 0, 则方程组有唯一解:

x1 =
a22b1 - a12b2

a11a22 - a12a21
, x2 =

a11b2 - a21b1

a11a22 - a12a21
. (1. 2)

可以注意到, 解的分母(a11a22 - a12a21) 由方程组未知量的系数组成, 将它用记号

a11 a12

a21 a22

表示, 即
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a11 a12

a21 a22

= a11a22 - a12a21,

称为二阶行列式. 其中, a11, a12, a21, a22 称为二阶行列式的元素, 横排称为行, 竖排称

为列. 元素 aij 的第一个下标 i称为行标, 表明该元素位于第 i行; 第二个下标 j称为列标,
表明该元素位于第 j 列. 行列式中从左上角到右下角的对角线称为行列式的主对角线, 从

右上角到左下角的对角线称为行列式的副对角线. 于是, 二阶行列式的值便等于主对角线

上的两个元素之积减去副对角线上的两个元素之积. 这种计算方法称为行列式的对角线

法则.

图 1. 1

二阶行列式的计算, 可用图线的方法表示和记忆. 如图 1. 1 所示,
二阶行列式的计算方法为: 主对角线(实线) 上两元素之积减去副对角线

(虚线) 上两元素之积.
利用二阶行列式的概念, 若记

D =
a11 a12

a21 a22

, D1 =
b1 a12

b2 a22

, D2 =
a11 b1

a21 b2

,

则式(1. 2) 可以写成

x1 =
D1

D
=

b1 a12

b2 a22

a11 a12

a21 a22

, x2 =
D2

D
=

a11 b1

a21 b2

a11 a12

a21 a22

. (1. 3)

式(1. 3) 即为二元线性方程组的求解公式. 其中, 分母 D 是由方程组未知量的系数确

定的二阶行列式, 被称为系数行列式; x1 的分子 D1 是用常数项 b1, b2 替换 D 中 x1 的系数

a11, a21 所得的二阶行列式, x2 的分子 D2 是用常数项 b1, b2 替换 D中 x2 的系数 a12, a22 所

得的二阶行列式.
例 1. 1 求解二元一次方程组

2x1 + 3x2 = 4,

x1 - 2x2 = 3.{
解 　 由于 D =

2 3
1 - 2

= 2 × ( - 2) - 3 × 1 = - 7 ≠ 0, 故该方程组有解, 且有

D1 =
4 3
3 - 2

= 4 × ( - 2) - 3 × 3 = - 17,

D2 =
2 4
1 3

= 2 × 3 - 4 × 1 = 2.

因此, 方程组的解为

x1 =
D1

D
= 17

7
, x2 =

D2

D
=- 2

7
.
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1. 1. 2　 三阶行列式

类似地, 对于三元一次线性方程组

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1. 4)

用记号

D =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

表示代数和

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a11a23a32 - a12a21a33 - a13a22a31,
称为三阶行列式, 即

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a11a23a32 - a12a21a33 - a13a22a31 .

　 图 1. 2

由上述定义可见, 三阶行列式的展开式有六

项, 每项均为不同行、 不同列的三个元素之积再冠

以正号或负号, 其计算方法可用对角线法则描述.
对角线法则如图 1. 2 所示.

若令

D1 =
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

, D2 =
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

,

D3 =
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

,

当系数行列式 D ≠ 0 时, 式(1. 4) 的求解公式为

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, x3 =

D3

D
.

注: 对角线法则只适用二、 三阶行列式的计算.
例 1. 2 求解下列线性方程组

2x1 - x2 - x3 = 4,
3x1 + 4x2 - 2x3 = 11,
3x1 - 2x2 + 4x3 = 11.

ì

î

í

ï
ï

ïï
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解 　 由于 D =
2 - 1 - 1
3 4 - 2
3 - 2 4

= 2 × 4 × 4 + ( - 1) × ( - 2) × 3 + ( - 1) × 3 × ( - 2) -

( - 1) × 4 × 3 - ( - 1) × 3 × 4 - 2 × ( - 2) × ( - 2) = 60 ≠ 0, 故该方程组有解, 且有

D1 =
4 - 1 - 1
11 4 - 2
11 - 2 4

= 180,

D2 =
2 4 - 1
3 11 - 2
3 11 4

= 60,

D3 =
2 - 1 4
3 4 11
3 - 2 11

= 60.

因此, 方程组的解为

x1 =
D1

D
= 180

60
= 3, x2 =

D2

D
= 60
60

= 1, x3 =
D3

D
= 60
60

= 1.

1. 1. 3　 排列与逆序数

定义 1. 1 由 1, 2, …, n 组成的一个有序数组称为一个 n 级全排列(简称排列) .
例如: 1 2, 2 1 为 2 级排列.

1 2 3 4, 4 3 2 1 为 4 级排列.
n (n - 1) (n - 2)…2 1 为 n 级排列.

在n级排列中, 1 2 3 … n是唯一按自然顺序(即递增顺序) 构成的排列, 被称为 n级自

然排列(或称 n 级标准排列) .
例如: 1 2 3 为 3 级自然排列.
　 　 　 1 2 3 4 5 为 5 级自然排列.
除自然排列以外, 其余的排列中, 都有较大的数排在较小的数前面的情况.
定义 1. 2 在一个排列中, 如果某个较大的数排在一个较小的数的前面, 则称这两

个数(或这个数对) 构成一个逆序. 一个排列中, 逆序的总数称为这个排列的逆序数.
一个排列 j1 j2…jn 的逆序数, 一般记为 τ( j1 j2…jn) .
例如: τ(3 2 1) = 3, τ(1 2 3 4) = 0, τ(1 2 5 3 4) = 2.
定义 1. 3 逆序数为偶数(或零) 的排列被称为偶排列, 逆序数为奇数的排列被称为

奇排列.
例 1. 3 计算以下各排列的逆序数, 并指出它们的奇偶性.
(1) 4 2 5 3 1　 　 (2) 1 3 5 …(2n - 1)2 4 6…2n.
解 　 (1) 对于所给的排列, 4 排在首位, 逆序个数为 0; 2 的前面有一个比它大的数,
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逆序个数为 1; 5 的前面没有比它大的数, 逆序个数为 0; 3 的前面有两个比它大的数, 逆

序个数为 2; 1 的前面有四个比它大的数, 逆序个数为 4. 把这些数加起来, 即

0 + 1 + 0 + 2 + 4 = 7.
故排列 4 2 5 3 1 的逆序数为 7, 即 τ(4 2 5 3 1) = 7, 因而是奇排列.
(2) 同理可得

τ[1 3 5…(2n - 1) 2 4 6…2n] = 0 + (n - 1) + (n - 2) + … + 2 + 1 = n(n - 1)
2

.

当 n = 4k 或 4k + 1 时, 为偶排列; 当 n = 4k + 2 或 4k + 3 时, 为奇排列.

1. 1. 4　 对换

定义 1. 4 在一个 n 级排列 i1…is…it…in 中, 将某两个数 is 与 it 对调, 得到另一个排

列 i1…it…is…in, 这种对排列的变换被称为对换, 记为( is, it); 将相邻两数对换, 即相邻

对换(或称为邻换) .
定理 1. 1　 任意一个排列经过一次对换后, 其奇偶性改变.
例如: τ(4 3 5 2 1) = 8(偶排列), τ(4 2 5 3 1) = 7(奇排列) .
定理 1. 2　 由 n 个自然数(n > 1) 组成的 n 级排列总共有 n!个, 其中奇偶排列各占

一半.

1. 1. 5　 n 阶行列式

1. 概念的引入

　 　 　 D =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32

规律:
(1) 三阶行列式共有 3!项;
(2) 每一项都是位于不同行、 不同列的 3 个元素的乘积;
(3) 每一项可以写成 a1j1a2j2a3j3(正负号除外), 其中 j1 j2 j3 是 1, 2, 3 的某个排列;
(4) 当 j1 j2 j3 是偶排列时, 对应的项取正号; 当 j1 j2 j3 是奇排列时, 对应的项取负号.

2. n 阶行列式的定义

定义 1. 5 由 n2 个数组成的 n 阶行列式

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann
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等于取自不同行、 不同列的 n 个元素的乘积的代数和

∑ ( - 1) τa1j1a2j2…anjn .

其中, j1 j2…jn 是 1, 2, …, n 的一个 n 级排列, τ 为这个排列的逆序数. 这一定义可以

写成:
a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

= ∑
j1 j2…jn

( - 1) τa1j1a2j2…anjn .

规律:
(1) n 阶行列式共有 n!项;
(2) 每一项都是位于不同行、 不同列的 n 个元素的乘积;
(3) 每一项可以写成 a1j1a2j2…anjn(正负号除外), 其中 j1 j2…jn 是 1, 2, …, n 的某个

排列;
(4) 当 j1 j2…jn 是偶排列时, 对应的项取正号; 当 j1 j2…jn 是奇排列时, 对应的项取

负号.
例 1. 4 计算四阶行列式

D =

0 0
0 0

0 1
2 0

0 3
4 0

0 0
0 0

.

解 　 根据定义, D的展开式应有 4! = 24 项, 考虑其一般项 a1j1a2j2a3j3a4j4, 由于第一行

中除 a14 外其余元素全为 0, 故只考虑 j1 = 4; 同理, 只需考虑 j2 = 3, j3 = 2, j4 = 1, 这就是

说, 行列式不为 0 的项只有 a14a23a32a41, 而 τ(4 3 2 1) = 6, 这一项前面的符号应该是正

的, 因此有

D =

0 0
0 0

0 1
2 0

0 3
4 0

0 0
0 0

= 1 × 2 × 3 × 4 = 24.

定理 1. 3　 n 阶行列式的一般项可以写成

( - 1) τ(p1 p2…pn) +τ(q1 q2…qn)ap1q1ap2q2…apnqn,
其中, p1 p2…pn 与 q1 q2…qn 均为 n 级排列.

由定理 1. 3 可知, 行列式也可以被定义为

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

= ∑ ( - 1) τ(p1 p2…pn) +τ(q1q2…qn)ap1q1ap2q2…apnqn .
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若将行列式中各项的列下标按自然顺序排列, 而将相应行下标的排列设为 i1 i2…in,
于是行列式又可被定义为

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

= ∑
i1i2…in

( - 1) τ( i1i2…in)ai11ai22…ainn .

例 1. 5 确定在四阶行列式的展开式中项 a21a34a43a12 前面所带的符号.

解 　 因为 a21a34a43a12 = a12a21a34a43, 且

( - 1) τ(2 3 4 1) +τ(1 4 3 2) = ( - 1) 6 = 1,
( - 1) τ(2 1 4 3) = ( - 1) 2 = 1.

所以这一项前面所带的符号是正号.

1. 1. 6　 特殊行列式

1. 三角形行列式

定义 1. 6 若行列式D主对角线以上或以下的元素全为零, 则称行列式D为三角形行

列式.
例如:

D1 =

a11 0 … 0

a21 a22 … 0

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

为下三角形行列式;

D2 =

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
0 0 … ann

为上三角形行列式.

由行列式定义可知

D1 =

a11 0 … 0

a21 a22 … 0

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

= a11a22a33…ann .

同理可得
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D2 =

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

0 0 … ann

= a11a22a33…ann .

结论: 三角形行列式的值等于主对角线上各元素之积.

2. 对角行列式

若行列式 D 主对角线以外的元素全为零, 则称 D 为对角行列式, 即

D =

a11 0 … 0

0 a22 … 0

︙ ︙ ︙

0 0 … ann

.

　 　 实际上, 对角行列式是特殊的三角形行列式, 它的值为主对角线上各元素之积, 即

D = a11a22a33…ann .

3. 反对角行列式

0 0 … 0 a1n

0 0 … a2(n-1) 0

︙ ︙ ︙ ︙
0 a(n-1)2 … 0 0

an1 0 … 0 0

= ( - 1)
n(n-1)

2 a1na2(n-1)…a(n-1)2an1 .

1. 2　 行列式的性质与计算

由行列式的定义可知, 一个 n 阶行列式展开共有 n!项, 而每一项都是 n 个元素的积,
同时还要确定其正负号, 因此, 除二、 三阶行列式外, 直接用定义来计算行列式的值是较

困难的. 为了能够简便地计算行列式, 本节将介绍行列式的主要性质和行列式的展开定

理, 以便将复杂行列式、 高阶行列式的计算化为简单行列式、 低阶行列式的计算.

1. 2. 1　 行列式的性质

把行列式的行换成行列式的列, 列换成行, 所得的行列式记为DT, 称其为D的转置行

列式, 即
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D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

, DT =

a11 a21 … an1

a12 a22 … an2

︙ ︙ ︙
a1n a2n … ann

.

由 D 转为 DT, D 的主对角线上的元素不动, 而只需把 D 以主对角线翻转.
性质 1. 1　 行列式与它的转置行列式相等.
例如:

D =
1 2
3 4

= - 2, DT =
1 3
2 4

= - 2, D = DT .

性质 1. 1 表明, 行列式中行与列的地位是对等的, 即行列式中行具有的性质, 其列也

具有.
性质 1. 2　 互换行列式的两行(列), 行列式反号.
注: 交换第 i 行(列) 和第 j 行(列), 记作 ri «r j 或 ci «cj

例如:
1 7 5
6 6 2
3 5 8

= - 196,
1 7 5
3 5 8
6 6 2

= 196, 于是

1 7 5
6 6 2
3 5 8

= -
1 7 5
3 5 8
6 6 2

.

推论 1. 1　 若行列式有两行(列) 元素对应相等, 则行列式为零.
性质 1. 3　 行列式的某一行(列) 中所有元素都乘以同一个数 k, 等于用数 k 乘以此行

列式, 记作 kri 或 kci .
例如:

D =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, D1 =

a11 a12 a13

ka21 ka22 ka23

a31 a32 a33

,

根据三阶行列式的对角线法则, 有

D1 =

a11 a12 a13

ka21 ka22 ka23

a31 a32 a33

= a11(ka22)a33 + a12(ka23)a31 + a13(ka21)a32

　 - a13(ka22)a31 - a12(ka21)a33 - a11(ka23)a32

= k(a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32)
= kD.

推论 1. 2　 行列式中某一行(列) 的所有元素的公因子, 可以提到行列式符号的外面.
推论 1. 3　 若行列式中有一行(列) 的元素全为零, 则此行列式为零.
性质 1. 4　 若行列式中有两行(列) 元素对应成比例, 则此行列式为零.
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例如:
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

ka11 ka12 ka13 ka14

= k

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a11 a12 a13 a14

= k·0 = 0.

性质1. 5　 若行列式的某行(列) 的元素都是两个数之和, 则此行列式等于相应的两个

行列式的和.
例如:

D =

a11 a12 + b12 a13

a21 a22 + b22 a23

a31 a32 + b32 a33

=

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

+

a11 b12 a13

a21 b22 a23

a31 b32 a33

.

注: 该性质可以推广到某一行(列) 为多组数和的情形.
性质1. 6　 把行列式某一行(列) 的元素乘以数 k, 加到另一行(列) 的对应元素上, 行

列式的值不变.
注: 以数 k 乘第 i 行(列) 加到第 j 行(列) 上, 记作 r j + kri 或 cj + kci .

例如: D =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, D1 =

a11 a12 + ka13 a13

a21 a22 + ka23 a23

a31 a32 + ka33 a33

,

则 D = D1 .
例 1. 6 计算行列式

D =

a c
c a

b d
b d

c a
a c

d b
d b

.

解 　 将第一行乘以 - 1 加到第四行, 将第二行乘以 - 1 加到第三行, 得

D
r3 + ( - 1) × r2
r4 + ( - 1) × r1

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅

a c b d
c a b d
0 0 d - b b - d
0 0 d - b b - d

= 0.

例 1. 7 计算 n 阶行列式

D =

a b b … b
b a b … b
b b a … b
︙ ︙ ︙ ︙
b b b … a

.
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解 　 行列式 D 的主对角线上的元素全为 a, 其余元素全为 b, 注意到行列式的每一行

的元素之和是相同的, 因此将第 2, 3, …, n 列都加到第一列, 然后提出第一列的公因子

a + (n - 1)b, 得到

D = [a + (n - 1)b]

1 b b … b
1 a b … b
1 b a … b
︙ ︙ ︙ ︙
1 b b … a

ri - r1
i = 2, 3, …, n􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅 [a + (n - 1)b]

1 b b … b
0 a - b 0 … 0
0 0 a - b … 0
︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 … a - b

= [a + (n - 1)b](a - b) n-1 .

1. 2. 2　 余子式、 代数余子式

定义 1. 7 在行列式

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

中划去元素 aij 所在的第 i 行和第 j 列的所有元素, 剩下的(n - 1) 2 个元素按照原来的排法

构成的 n - 1 阶行列式

a11 … a1( j -1) a1( j +1) … a1n

︙ ︙ ︙ ︙
a( i -1)1 … a( i -1)( j -1) a( i -1)( j +1) … a( i -1)n

a( i +1)1 … a( i +1)( j -1) a( i +1)( j +1) … a( i +1)n

︙ ︙ ︙ ︙
an1 … an( j -1) an( j +1) … ann

被称为元素 aij 的余子式, 记作 Mij . 记

Aij = ( - 1) i +jMij

被称为元素 aij 的代数余子式.

由定义可知, Aij 与行列式中第 i 行、 第 j 列的元素无关. 例如:
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D =

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

, M23 =

a11 a12 a14

a31 a32 a34

a41 a42 a44

,

A23 = ( - 1) 2+3M23 = - M23 .
结论: 因为行标和列标可唯一标识行列式的元素, 所以行列式中每一个元素都分别对

应着一个余子式和一个代数余子式.

1. 2. 3　 行列式按行(列) 展开定理

定理1. 4　 行列式D等于它的任意一行(列) 的各元素与其对应的代数余子式的乘积之

和, 即

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + … + ainAin ( i = 1, 2, …, n),
或

D = a1jA1j + a2jA2j + … + anjAnj ( j = 1, 2, …, n) .
定理 1. 4 被称为行列式的按行(列) 展开定理, 也被称为拉普拉斯展开定理.

D =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a13a22a31 - a12a21a33 - a11a23a32

= a11(a22a33 - a23a32) + a12(a23a31 - a21a33) + a13(a21a32 - a22a31)

= a11

a22 a23

a32 a33

- a12

a21 a23

a31 a33

+ a13

a21 a22

a31 a32

= a11A11 + a12A12 + a13A13 .

例 1. 8 计算行列式

D =

2 0 0 4
3 1 0 0
5 0 1 0
0 2 3 2

.

解 　 由定理 1. 4, 按第一行展开得

D = 2 × ( - 1) 1+1

1 0 0
0 1 0
2 3 2

+ 4 × ( - 1) 1+4

3 1 0
5 0 1
0 2 3

= 2 × 2 - 4 × ( - 6 - 15) = 88.
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例 1. 9 计算行列式

D =

3 1 - 1 2
- 5 1 3 - 4
2 0 1 - 1
1 - 5 3 - 3

.

解 　

D =

3 1 - 1 2
- 5 1 3 - 4
2 0 1 - 1
1 - 5 3 - 3

c1 + ( - 2)c3
c4 + c3

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅

5 1 - 1 1
- 11 1 3 - 1
0 0 1 0
- 5 - 5 3 0

= ( - 1) 3+3

5 1 1
- 11 1 - 1
- 5 5 0

r2 + r1
􀪅􀪅􀪅􀪅

5 1 1
- 6 2 0
- 5 - 5 0

= ( - 1) 1+3
- 6 2
- 5 - 5

= 40.

例 1. 10 计算行列式

D =

5 3 - 1 2 0
1 7 2 5 2
0 - 2 3 1 0
0 - 4 - 1 4 0
0 2 3 5 0

.

解 　

D =

5 3 - 1 2 0
1 7 2 5 2
0 - 2 3 1 0
0 - 4 - 1 4 0
0 2 3 5 0

= ( - 1) 2+5 × 2

5 3 - 1 2
0 - 2 3 1
0 - 4 - 1 4
0 2 3 5

= - 2·5
- 2 3 1
- 4 - 1 4
2 3 5

r2 + ( - 2) r1
r3 + r1

􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅- 10
- 2 3 1
0 - 7 2
0 6 6

= - 10·( - 2)
- 7 2
6 6

= 20( - 42 - 12) = - 1080.

推论 1. 4　 行列式 D 中任一行(列) 的元素与另一行(列) 的对应元素的代数余子式的

乘积之和等于零, 即

ai1A j1 + ai2A j2 + … + ainA jn = 0　 ( i ≠ j),
或

a1iA1j + a2iA2j + … + aniAnj = 0　 ( i ≠ j) .
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例 1. 11 求方程 f(x) = 0 的根, 其中

f(x) =

x - 1 x - 2 x - 1 x
x - 2 x - 4 x - 2 x
x - 3 x - 6 x - 4 x - 1
x - 4 x - 8 2x - 5 x - 2

.

解 　 由观察可知 x = 0是一个根, 因为 x = 0时, 行列式第1, 2列成比例, 所以 f(0)=
0. 展开这个行列式求其他根, 先将第1列乘 - 1加到第2, 3, 4列, 再将变换后的第2列加

到第 4 列, 即得

f(x) =

x - 1 - 1 0 1
x - 2 - 2 0 2
x - 3 - 3 - 1 2
x - 4 - 4 x - 1 2

=

x - 1 - 1 0 0
x - 2 - 2 0 0
x - 3 - 3 - 1 - 1
x - 4 - 4 x - 1 - 2

=
x - 1 - 1
x - 2 - 2

·
- 1 - 1
x - 1 - 2

= - x(x + 1),
所以方程 f(x) = 0 有两个根: 0 和 - 1.

例 1. 12 设

D =

3 - 5 2 1
1 1 0 - 5
- 1 3 1 3
2 - 4 - 1 - 3

,

D 的( i, j) 元的余子式和代数余子式依次记作Mij 和 Aij, 求:
A11 + A12 + A13 + A14 及M11 + M21 + M31 + M41 .

解 　

A11 + A12 + A13 + A14 =

1 1 1 1
1 1 0 - 5
- 1 3 1 3
2 - 4 - 1 - 3

r4 + r3
r3 - r1

􀪅􀪅􀪅􀪅

1 1 1 1
1 1 0 - 5
- 2 2 0 2
1 - 1 0 0

=
1 1 - 5
- 2 2 2
1 - 1 0

c2 + c1
􀪅􀪅􀪅􀪅

1 2 - 5
- 2 0 2
1 0 0

= 2 - 5
0 2

= 4.
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M11 + M21 + M31 + M41 = A11 - A21 + A31 - A41

=

1 - 5 2 1
- 1 1 0 - 5
1 3 1 3
- 1 - 4 - 1 - 3

r4 + r3
􀪅􀪅􀪅􀪅

1 - 5 2 1
- 1 1 0 - 5
1 3 1 3
0 - 1 0 0

= -
1 2 1
- 1 0 - 5
1 1 3

r1 - 2r3
􀪅􀪅􀪅􀪅-

- 1 0 - 5
- 1 0 - 5
1 1 3

= 0.

1. 2. 4　 范德蒙德行列式

Dn =

1 1 … 1
x1

x2
1

x2

x2
2

…
…

xn

x2
n

︙ ︙ ︙
xn-1
1 xn-1

2 … xn-1
n

= ∏
1≤j < i≤n

(xi - x j)

其中, 连乘积

∏
1≤j < i≤n

(xi - x j) = (x2 - x1)(x3 - x1)…(xn - x1)(x3 - x2)…(xn - x2)…(xn-1 - xn-2)(xn -

xn-2)(xn - xn-1)
是满足条件 1 ≤ j < i ≤ n 的所有因子(xi - x j) 的乘积.

例 1. 13 求下列行列式

D =

1 1 1 1
- 1 2 - 2 3
1 4 4 9
- 1 8 - 8 27

.

解 　 因为该行列式为范德蒙德行列式, 其中:
x1 = - 1, x2 = 2, x3 = - 2, x4 = 3,

所以

D = (x2 - x1)(x3 - x1)(x4 - x1)(x3 - x2)(x4 - x2)(x4 - x3) = 240.

1. 3　 克拉默法则

本节将利用 n 阶行列式的理论来讨论一类特殊的线性方程组, 即方程的个数与未知量

的个数相等的线性方程组. 我们将得出与二元、 三元线性方程组相似的结论.

1. 3. 1　 克拉默法则

如果线性方程组
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a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2,

…………

an1x1 + an2x2 + … + annxn = bn

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

的系数行列式

D =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙

an1 an2 … ann

≠ 0,

那么线性方程组有解, 并且解是唯一的, 解可以表示为

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, …, xn =

Dn

D
.

其中, D j 是把行列式 D 中第 j 列换成常数项 b1, b2, …, bn 所得的行列式, 即

D j =

a11 … a1( j -1) b1 a1( j +1) … a1n

a21 … a2( j -1) b2 a2( j +1) … a2n

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
an1 … an( j -1) bn an( j +1) … ann

　 ( j = 1, 2, …, n) .

定理 1. 5　 如果线性方程组的系数行列式 D ≠ 0, 则方程组一定有解, 且解是唯

一的.
推论 1. 5　 如果线性方程组无解, 或有两个不同的解, 则它的系数行列式必为零.
注: 克拉默法则只能应用于系数行列式不为零且含 n 个未知量、 n 个方程的线性方程

组, 至于方程组的系数行列式为零的情形, 将在后面的一般情形中讨论.

例 1. 14 解线性方程组

2x1 + x2 - 5x3 + x4 = 8,
x1 - 3x2 - 6x4 = 9,
2x2 - x3 + 2x4 = - 5,
x1 + 4x2 - 7x3 + 6x4 = 0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

解 　

D =

2 1 - 5 1
1 - 3 0 - 6
0 2 - 1 2
1 4 - 7 6

= 27, D1 =

8 1 - 5 1
9 - 3 0 - 6
- 5 2 - 1 2
0 4 - 7 6

= 81,
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D2 =

2 8 - 5 1
1 9 0 - 6
0 - 5 - 1 2
1 0 - 7 6

= - 108, D3 =

2 1 8 1
1 - 3 9 - 6
0 2 - 5 2
1 4 0 6

= - 27,

D4 =

2 1 - 5 8
1 - 3 0 9
0 2 - 1 - 5
1 4 - 7 0

= 27,

于是, 方程组有唯一的解 x1 = 3, x2 = - 1, x3 = - 1, x4 = 1.

1. 3. 2　 齐次线性方程组

当方程组右边的常数项全部为零时, 方程组为齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = 0,

…………

an1x1 + an2x2 + … + annxn = 0.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

　 　 显然, 齐次线性方程组总是有解的, 因为 x1 = x2 =… = xn = 0就是它的一个解, 这个解

被称为齐次线性方程组的零解.
若有一组不全为零的数, 它是齐次线性方程组的解, 则称它为齐次线性方程组的非

零解.
定理 1. 6　 如果齐次线性方程组的系数行列式不等于零, 则齐次线性方程组没有非零

解, 即只有零解.
推论 1. 6　 齐次线性方程组存在非零解的充分必要条件是齐次线性方程组的系数行列

式必为零.

例 1. 15 λ 为何值时, 齐次线性方程组

(5 - λ)x1 + 2x2 + 2x3 = 0,

2x1 + (6 - λ)x2 = 0,

2x1 + (4 - λ)x3 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

有非零解?
解 　 方程组的系数行列式为

D =
5 - λ 2 2

2 6 - λ 0
2 0 4 - λ

= 5 - λ( ) 2 - λ( ) 8 - λ( ) .

若方程组有非零解, 则它的系数行列式 D = 0, 从而有 λ = 2, λ = 5, λ = 8.
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容易验证, 当 λ = 2, λ = 5, 或 λ = 8 时, 齐次线性方程组有非零解.
例 1. 16 求四个平面 aix + biy + ciz + di = 0( i = 1, 2, 3, 4) 相交于一点(x0, y0, z0)

的必要条件.
解 　 把平面方程写成

aix + biy + ciz + di t = 0,
其中, t = 1. 四个平面交于一点, 等价于含 x, y, z, t 的齐次线性方程组

a1x + b1y + c1z + d1 t = 0,

a2x + b2y + c2z + d2 t = 0,

a3x + b3y + c3z + d3 t = 0,

a4x + b4y + c4z + d4 t = 0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

有唯一的一组非零解(x0, y0, z0, 1) . 根据齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是系

数行列式等于 0, 则四个平面相交于一点的必要条件为

a1 b1

a2 b2

c1 d1

c2 d2

a3 b3

a4 b4

c3 d3

c4 d4

= 0.

习 　 题 　 1

1. 求下列各排列的逆序数.
(1) 3 4 1 7 8 2 6 5 9;
(2) 9 8 7 6 5 4 3 2 1;
(3) n (n - 1)…3 2 1;
(4) 1 3…(2n - 1)(2n)(2n - 2)…2.
2. 求出 j, k 使 9 级排列 2 4 j 1 5 7 k 9 8 为偶排列.
3. 写出四阶行列式中含有因子 a22a34 的项.
4. 在六阶行列式中, 下列各项应带什么符号?
(1) a23a31a42a56a14a65;
(2) a32a43a14a51a66a25 .
5. 用定义计算下列各行列式.

(1)

0 2 0 0
0 0 1 0
3 0 0 0
0 0 0 4

; 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2)

1 2 3 0
0 0 2 0
3 0 4 5
0 0 0 1

;
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(3)

0 1 0 … 0
0 0 2 … 0
︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 … n - 1
n 0 0 … 0

.

6. 计算下列各行列式.

(1)

2 1 4 - 1
3 - 1 2 - 1
1 2 3 - 2
5 0 6 - 2

; (2)
ab - ac - ae
- bd cd - de
- bf - cf - ef

;

(3)

a - 1 0 0
1 b - 1 0
0 1 c - 1
0 0 1 d

; (4)

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

.

7. 计算下列 n 阶行列式.

(1) Dn =

x 1 … 1
1 x … 1
︙ ︙ ︙
1 1 … x

; (2) Dn =

1 2 2 … 2
2 2 2 … 2
2 2 3 … 2
︙ ︙ ︙ ︙
2 2 2 … n

;

(3) Dn =

x y 0 … 0 0
0 x y … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 … x y
y 0 0 … 0 x

; (4) Dn =

2 1 0 … 0 0
1 2 1 … 0 0
0 1 2 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙
0 0 0 … 2 1
0 0 0 … 1 2

.

8. 计算 n 阶行列式.

Dn =

1 + a1 a2 … an

a1 1 + a2 … an

︙ ︙ ︙
a1 a2 … 1 + an

.

9. 已知四阶行列式D中第3列元素依次为 - 1, 2, 0, 1, 它们的余子式依次为8, 7,
2, 10, 求行列式 D 的值.

10. 用克拉默法则解下列方程组.
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(1)
4x1 + 5x2 = 0,

3x1 - 7x2 = 2;{

(2)

x1 - x2 + x3 = 2,

x1 + 2x2 = 1,

x1 - x3 = 4;

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3)

x1 + x2 + x3 = 5,

2x1 + x2 - x3 + x4 = 1,

x1 + 2x2 - x3 + x4 = 2,

x2 + 2x3 + 3x4 = 3.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

11. λ 满足什么条件时, 线性方程组

2x1 + λx2 - x3 = 1,

λx1 - x2 + x3 = 2,

4x1 + 5x2 - 5x3 = 3

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

有唯一解?
12. λ 和 μ 为何值时, 齐次线性方程组

λx1 + x2 + x3 = 0,

x1 + μx2 + x3 = 0,

x1 + 2μx2 + x3 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

有非零解?
13. 求三次多项式 f(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3, 使得

f( - 1) = 0, f(1) = 4, f(2) = 3, f(3) = 16.
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第 2 章

矩 　 　 阵

线性代数是数学中十分重要的一个分支, 其研究得最多的内容就是矩阵. 矩阵是一个

按照长方阵列排列的复数或实数集合, 最早来自方程组的系数及常数所构成的方阵. 矩阵

是线性代数中最常见的工具之一, 其有着广泛的应用.
本章主要介绍矩阵及其运算、 矩阵的逆、 矩阵的初等变换与矩阵的秩等.

2. 1　 矩阵及其运算

2. 1. 1　 矩阵的概念

下面通过两个例子来研讨矩阵在日常生活中的作用.
四种粮食在三家粮站中, 单位量的售价可用一个矩阵表示为

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a41 a42 a43

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

其中, aij( i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, 3) 为第 i 种粮食在第 j 家粮站的单位量售价.
在解析几何中考虑坐标变换时, 如果只考虑坐标系的转轴(逆时针方向转轴), 那么平

面直角坐标变换的公式为

x = x′cos θ - y′sin θ,
y = x′sin θ + y′cos θ.{ (2. 1)

其中, θ为 x轴与 x′轴的夹角. 显然, 新旧坐标之间的关系可以通过公式(2. 1) 中系数所排

成的 2 × 2 矩阵

cos θ - sin θ
sin θ cos θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (2. 2)
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表示出来. 通常, 矩阵(2. 2) 称为坐标变换公式(2. 1) 的矩阵. 在空间的情形, 保持原点不

动的仿射坐标系的变换有公式

x = a11x′ + a12y′ + a13z′,

y = a21x′ + a22y′ + a23z′,

z = a31x′ + a32y′ + a33z′.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2. 3)

同样, 矩阵

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(2. 4)

就被称为坐标变换公式(2. 3) 的矩阵.

定义 2. 1 由m × n个数 aij( i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n) 排成m行 n列的数表

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

称为 m行 n列矩阵, 简称m × n矩阵, 其中数 aij 称为矩阵位于第 i行第 j列处的元素. 矩阵

可简记为 A. 如上述定义中的矩阵可记为 Am×n 或 A = (aij)m×n 或 A = (aij) . 矩阵常用大写字

母 A, B, C, … 来表示.

例如,
1 2 4
5 - 1 0
5 0 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
是一个 3 × 3 的矩阵.

在m × n矩阵A中, 如果m = n, 则称A为 n阶方阵. 如果矩阵A的元素 aij 全为实(复)
数, 则称 A 为实(复) 矩阵.

只有一行的矩阵

A = (a1, a2, …, an)
则称 A 为行矩阵; 只有一列的矩阵

B =

b1

b2

︙
bm

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

则称 B 为列矩阵.
元素都是零的矩阵称为零矩阵, 记作 O.
如果矩阵 A 和矩阵 B 的行数和列数相等, 并且它们对应位置上的元素相等, 即 aij =

bij( i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n), 则称矩阵 A 与矩阵 B 相等, 记作 A = B.
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在 n阶方阵A = (aij) n×n 中, 位于第 i行与第 i列交叉位置的元素 aii( i = 1, 2, …, n) 为

方阵 A 的主对角线元素, 其所在的对角线为方阵的主对角线. 下面介绍几种常见的特殊

方阵.

1. 三角形矩阵

如果 n阶方阵A = (aij) 中的元素满足条件 aij = 0( i > j; i, j = 1, 2, …, n), 即A的主

对角线以下的元素全为零, 则称 A 为 n 阶上三角形矩阵, 即

A =

a11 a12 … a1n

0 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
0 0 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

如果 n阶方阵A = (aij) 中的元素满足条件 aij = 0( i < j; i, j = 1, 2, …, n), 即A的主

对角线以上的元素全为零, 则称 A 为 n 阶下三角形矩阵, 即

A =

a11 0 … 0

a21 a22 … 0

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

上三角形矩阵与下三角形矩阵被统称为三角形矩阵.

2. 对角矩阵

如果 n 阶方阵 A = (aij) 中的元素满足 aij = 0( i≠ j), 即 A的主对角线以外的元素全为

零, 则称 A 为 n 阶对角矩阵, 即

A =

a11 0 … 0

0 a22 … 0

︙ ︙ ︙
0 0 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

也记作 Λ = diag(a11, a22, …, ann) .

3. 数量矩阵

如果 n 阶对角矩阵 A = (aij) 中的元素满足 aii = a( i = 1, 2, …, n), 则称 A为数量矩

阵, 即

A =

a 0 … 0
0 a … 0
︙ ︙ ︙
0 0 … a

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.
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4. 单位矩阵

如果 n 阶对角矩阵 A = (aij) 中的元素满足 aii = 1( i = 1, 2, …, n), 则称 A为单位矩

阵, 记为 En, 简记为 E, 即

E =

1 0 … 0
0 1 … 0
︙ ︙ ︙
0 0 … 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

2. 1. 2　 矩阵的运算

1. 矩阵的加法

定义 2. 2 设有两个 m × n 矩阵

A = (aij)m×n =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

B = (bij)m×n =

b11 b12 … b1n

b21 b22 … b2n

︙ ︙ ⋱ ︙
bm1 bm2 … bmn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

则矩阵

C = (cij)m×n = (aij + bij)m×n =

a11 + b11 a12 + b12 … a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 … a2n + b2n

︙ ︙ ︙
am1 + bm1 am2 + bm2 … amn + bmn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

被称为矩阵 A 与 B 的和, 记作

C = A + B.
矩阵加法运算规律:
(1) (交换律)A + B = B + A;
(2) (结合律)(A + B) + C = A + (B + C) .

例 2. 1 求 A + B.

A =
1 3 4
2 0 - 1
7 - 3 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, B =

2 0 4
- 3 6 - 1
1 3 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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解 　 A + B =
1 + 2 3 + 0 4 + 4

2 + ( - 3) 0 + 6 ( - 1) + ( - 1)
7 + 1 ( - 3) + 3 4 + 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

3 3 8
- 1 6 - 2
8 0 6

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

2. 数与矩阵相乘

定义 2. 3 数 λ 与矩阵 A 的乘积记作 λA, 规定为

λA =

λa11 λa12 … λa1n

λa21 λa22 … λa2n

︙ ︙ ︙
λam1 λam2 … λamn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

数乘矩阵满足下列运算规律:
(1) (λ + μ)A = λA + μA;
(2) λ(A + B) = λA + λB;
(3) (λμ)A = λ(μA) = μ(λA);
(4) 1·A = A.
设矩阵 A = (aij), 则称 - A = ( - aij) 为A的负矩阵, 容易得到A + ( - A) = O. 由此定

义矩阵的减法为 A - B = A + ( - B) .

例 2. 2 已知

A =
1 - 3 2
4 2 6

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B =

- 2 4 1
1 3 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

求 2A + 2B.

解 　 由于 2A =
2 - 6 4
8 4 12

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 2B =

- 4 8 2
2 6 4

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 故

2A + 2B =
- 2 2 6
10 10 16

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

例 2. 3 求 X, 使 A + X = B. 其中

A =
1 2 3
0 3 1
5 4 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, B =

3 7 2
1 - 2 9
3 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

解 　 X = B - A =
3 7 2
1 - 2 9
3 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
-

1 2 3
0 3 1
5 4 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

2 5 - 1
1 - 5 8
- 2 - 2 - 6

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

3. 矩阵与矩阵相乘

定义 2. 4 设A = (aij)m×s, B = (bij) s×n, 称C = (cij)m×n 为矩阵A与矩阵B的乘积, 记

为 C = AB. 其中
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cij = ai1b1j + ai2b2j + … + aisbsj = ∑
s

k = 1
aikbkj( i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n),

即矩阵A与B的乘积C的第 i行第 j列元素等于第一个矩阵A的第 i行与第二个矩阵B的第 j
列对应元素乘积之和.

注意: (1) 只有当第一个矩阵(左矩阵) 的列数与第二个矩阵(右矩阵) 的行数相等

时, 两个矩阵才能相乘. 两个矩阵相乘所得矩阵的行数同第一个矩阵(左矩阵) 的行数, 列

数同第二个矩阵(右矩阵) 的列数.
特别地, 一个 1 × s行矩阵与一个 s × 1列矩阵的乘积是一个 1阶方阵, 也就是一个数.

例如, 1 2 3( )

1
2
3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
= 1 × 1 + 2 × 2 + 3 × 3 = 14. 又如, 若A = (aij) n×n 是一次齐次线性方

程组的系数矩阵, x =

x1

x2

︙
xn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

, O =

0
0
︙
0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

分别是两个 n × 1矩阵, 那么该齐次线性方程组可以

写成矩阵的形式 Ax = O.
(2) 当 AB = O 时, 不一定有 A = O 或 B = O.
(3) 矩阵的乘法不满足消去律, 即当 AC = BC, 且 C ≠ O 时, 不一定有 A = B.

例 2. 4 已知 A =
2 0
1 2
3 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, B =

1 2
3 4

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 求 AB, BA.

解 　 AB =
2 0
1 2
3 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 2
3 4

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

2 × 1 + 0 × 3 2 × 2 + 0 × 4
1 × 1 + 2 × 3 1 × 2 + 2 × 4
3 × 1 + 1 × 3 3 × 2 + 1 × 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

2 4
7 10
6 10

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

因为矩阵 B 的列数为 2, 矩阵 A 的行数为 3, 两者不等, 所以 BA 没有意义.
由此可见, 矩阵的乘法不满足交换律, 即在一般情况下, AB ≠ BA. 但是也有例外.

例 2. 5 A =
2 0
0 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B =

1 - 1
- 1 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 求 AB 及 BA.

解 　 AB =
2 - 2
- 2 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , BA =

2 - 2
- 2 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , AB = BA.

例 2. 6 设 A =
1 0
0 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B =

2 0
0 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ , C =

2 0
2 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 求 AB 和 AC.

解 　 AB =
2 0
0 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ , AC =

2 0
0 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 虽然 AB = AC, 但是 B ≠ C.

矩阵乘法满足下列运算规律: (假设下列各式等号两边的运算都可进行)
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(1) (AB)C = A(BC);
(2) A(B + C) = AB + AC;
(3) (B + C)A = BA + CA;
(4) λ(AB) = (λA)B = A(λB), 其中 λ 为常数.
尽管矩阵的乘法一般不满足交换律, 但对于单位矩阵 E 和 m × n 矩阵 Am×n, 容易验证

EmAm×n = Am×nEn = Am×n .
特别地, 如果 A 是 n 阶矩阵, E 是 n 阶单位矩阵, 对于任意常数 k, l, 有:
(1) EA = AE = A;
(2) kA = (kE)A = A(kE);
(3) kE + lE = (k + l)E;
(4) (kE)( lE) = (kl)E.
有了矩阵的乘法, 就可以定义 n 阶方阵的幂.

定义 2. 5 设 A 是 n 阶方阵, 规定 A 的 k 次幂为 k 个 A 的乘积, 记作 Ak, 即

Ak = AA…A}

k个

.

由定义可知, A1 = A, Ak+1 = AkA1 .
方阵的幂满足下列运算规律:

AmAn = Am+n, (Am) n = Amn, 其中 m, n 为正整数.
但是, 由于矩阵乘法一般不满足交换律, 所以对于两个 n 阶方阵 A, B, 一般来说

(AB) k ≠ AkBk .

定义 2. 6 设 f(x) = a0 + a1x + a2x2 + … + amxm 是 x的m次多项式, A是 n阶方阵, 则

f(A) = a0E + a1A + a2A2 + … + amAm

被称为矩阵 A 的 m 次多项式.

例 2. 7 已知 A = BC, 其中

B =
1
2
3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, C = 3 1 - 1( ) .

求 A2, A10 .

解 　 A = BC =
1
2
3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3 1 - 1( ) =
3 1 - 1
6 2 - 2
9 3 - 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, A2 = (BC)(BC) = B(CB)C,

而 CB = 3 1 - 1( )

1
2
3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
= 2, 因此 A2 = 2BC = 2

3 1 - 1
6 2 - 2
9 3 - 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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同理 A10 = (BC)(BC)…(BC)üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï

10个

= B (CB)(CB)…(CB)üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï

9个

C = B · 29 · C = 29BC =

29

3 1 - 1
6 2 - 2
9 3 - 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
. 　

4. 矩阵的转置

定义 2. 7 已知 m × n 矩阵 A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

, 将行变为列、 列变为行所得到

的 n × m 矩阵称为矩阵 A 的转置矩阵, 记为 AT, 即

AT =

a11 a21 … am1

a12 a22 … am2

︙ ︙ ︙
a1n a2n … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

例如, 矩阵 A =
1 - 2 3
4 5 - 6

æ

è
ç

ö

ø
÷

2×3

, 则 AT =
1 4
- 2 5
3 - 6

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3×2

.

矩阵的转置有以下运算性质:
(1) (AT) T = A;
(2) (A + B) T = AT + BT;
(3) (kA) T = kAT(k 是常数);
(4) (AB) T = BTAT .

例 2. 8 已知 A =
1 - 1 2
0 1 3
1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, B =

3 1
2 2
1 - 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求(AB) T .

解 　 因为 AB =
1 - 1 2
0 1 3
1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3 1
2 2
1 - 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

3 - 3
5 - 1
8 4

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,

所以(AB) T =
3 5 8
- 3 - 1 4

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

或者(AB) T = BTAT =
3 2 1
1 2 - 1

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0 1
- 1 1 2
2 3 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

3 5 8
- 3 - 1 4

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

定义 2. 8 设A为 n阶方阵, 若AT = A, 即 aij = a ji( i, j = 1, 2, …, n), 则A称为对
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称矩阵; 若 AT = - A, 即 aij = - a ji( i, j = 1, 2, …, n), 则 A 称为反对称矩阵.
对称矩阵的特点: 它的元素以主对角线为对称轴对应相等.
反对称矩阵的特点: 以主对角线为对称轴的对应元素的绝对值相等, 符号相反, 且主

对角线上各元素均为 0.

例如,
1 - 2 3
- 2 0 1
3 1 6

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
,

0 - 2
2 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ 分别为对称矩阵和反对称矩阵.

5. 方阵的行列式

定义 2. 9 由 n阶方阵A的元素构成的行列式(各元素的位置不变), 称方阵A的行列

式, 记作 A 或 det A.
注意: 方阵与行列式是两个不同的概念. 方阵是一个矩阵, 行列式是一个数.
设 A, B 为 n 阶方阵, λ 为常数, 则有下列等式成立.
(1) AT = A ;
(2) λA = λ n A ;
(3) AB = A · B .

2. 2　 矩 阵 的 逆

在数的乘法运算中, 若一个数 a ≠ 0, 则有

a·a -1 = a -1·a = 1.

其中, a -1 = 1
a

为 a的倒数(或称为 a的逆) . 在矩阵的乘法运算中, 单位矩阵E相当于数的

乘法运算中的 1. 对于矩阵 A, 能否找到矩阵 B, 使 AB = BA = E成立呢? 这就是求逆矩阵

的问题.
定义 2. 10 设 A 为 n 阶方阵, 若存在 n 阶方阵 B, 使得

AB = BA = E, (2. 5)
则称 A 是可逆矩阵, 简称 A 可逆, 并称 B 是 A 的逆矩阵, 简称逆阵, 记为 B = A -1 .

例如, A =
1 - 1
1 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B =

1
2

1
2

- 1
2

1
2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

, AB = BA = E, 所以 B 是 A 的逆矩阵.

显然, 若 B 是 A 的逆矩阵, 则 A 也是 B 的逆矩阵.
注意: 如果 A 是可逆的, 则 A 的逆矩阵唯一. 实际上, 设 A 有两个逆矩阵 B, C, 即

AB = BA = E, AC = CA = E, 于是

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C.
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例 2. 9 A =
2 1
- 1 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 求 A 的逆矩阵.

解 　 设 B =
a b
c d

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 A 的逆矩阵, 则 AB =

2 1
- 1 0

æ

è
ç

ö

ø
÷

a b
c d

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

1 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 计算可得

2a + c 2b + d
- a - b

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

1 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 于是有

2a + c = 1,
2b + d = 0,
- a = 0,
- b = 1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

可解得

a = 0,
b = - 1,
c = 1,
d = 2.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

显然 BA =
1 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

因此, A -1 =
0 - 1
1 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

注意: 在数的运算中, 并不是所有的数都有倒数, 只有不为零的数才有倒数. 类似

地, 不是所有的方阵都可逆, 例如, 零矩阵就不可逆(因为任何矩阵与零矩阵相乘都等于

零矩阵) .
定义 2. 11 设 n 阶方阵

A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

则称

A∗ =

A11 A12 … A1n

A21 A22 … A2n

︙ ︙ ︙
An1 An2 … Ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

T

=

A11 A21 … An1

A12 A22 … An2

︙ ︙ ︙
A1n A2n … Ann

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

为 A 的伴随矩阵, 简称伴随阵. 其中, Aij( i, j = 1, 2, …, n) 是 A 的行列式 A 中元素

aij( i, j = 1, 2, …, n) 的代数余子式.

例 2. 10 设 A =
2 1 1
3 1 2
1 - 1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求 A∗ .

解 　 因为

A11 = 2, A12 = 2, A13 = - 4,

A21 = - 1, A22 = - 1, A23 = 3,

A31 = 1, A32 = - 1, A33 = - 1,

所以 A∗ =
2 - 1 1
2 - 1 - 1
- 4 3 - 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.
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利用行列式的按行(列) 展开定理, 容易验证:
AA∗ = A∗A = A E.

定理 2. 1　 设 A 为方阵, 则 A 可逆的充要条件是 A ≠ 0. 且当 A 可逆时, A -1 =
1
A

A∗ . 　

证明 　 若 A 可逆, 则有 AA-1 = E, 因而 AA-1 = A A-1 = E = 1, 故 A ≠0.

反之, 若 A ≠0, 由伴随矩阵的性质, AA∗ = A∗A = A E, 有A 1
A

A∗ = A∗ 1
A

A = E.

所以, 按逆阵的定义可知 A 可逆, 且有 A -1 = 1
A

A∗ .

按定理 2. 1 来求逆矩阵时, 当矩阵的阶数比较高时, 计算量一般是非常大的. 如求五

阶可逆矩阵的逆矩阵时, 需计算 25 个四阶行列式. 但求逆矩阵在理论研究中具有重要的作

用. 在后面章节中将给出另一种求逆矩阵的方法.
推论 2. 1　 A ≠ 0, 若 AB = E 或者 BA = E, 则 B 就是 A 的逆矩阵, 即 B = A -1 .
证明 　 由于 A ≠ 0, 所以 A -1 存在. 若 AB = E, 得

B = EB = (A -1A)B = A -1(AB) = A -1E = A -1 .
同理, 若 BA = E, 也可推出 B = A -1 .
可见, 验证 B 是否为 A 的逆矩阵, 只需验证 AB = E 或者 BA = E 即可.

定义 2. 12 当 A = 0 时, 称 A 为奇异阵, 否则称非奇异阵. 显然, 可逆方阵就是非

奇异方阵.
方阵的逆矩阵满足下列性质:
(1) 若 A 可逆, 则 A -1 亦可逆, 且(A -1) -1 = A;

(2) 若 A 可逆, 数 λ ≠ 0, 则 λA 亦可逆, 且(λA) -1 = 1
λ
A -1;

(3) 若 A, B 为同阶方阵且均可逆, 则 AB 亦可逆, 且(AB) -1 = B -1A -1;
(4) 若 A 可逆, 则 AT 亦可逆, 且(AT) -1 = (A -1) T;
(5) 若 A 可逆, 则有 A -1 = A -1;
(6) 设A = diag(a1, a2, …, an), 则A可逆的充分必要条件是 ai ≠0( i = 1, 2, …,

n), 且 A -1 = diag(a -1
1 , a -1

2 , …, a -1
n ) .

注意: (A + B) -1 ≠ A -1 + B -1 .

例如, A =
1 0
0 - 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B =

1 0
0 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A -1 =

1 0
0 - 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B -1 =

1 0

0 1
2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
, 则A -1 + B -1 =

2 0

0 - 1
2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
, 而 A + B =

2 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (A + B) -1 =

1
2

0

0 1

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
. 显然, (A + B) -1 ≠ A -1 + B -1 .
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例 2. 11 设方阵B满足B2 = B, A = E +B, 证明A是可逆矩阵, 且A-1 = 1
2
(3E -A).

证明 　 A· 1
2
(3E - A) = 1

2
(E + B)(3E - E - B) = 1

2
(E + B)(2E - B)

= 1
2
(2E - B + 2B - B2) = 1

2
(2E - B + 2B - B) = E.

同理可得: 1
2
(3E - A)·A = E. 所以 A 是可逆矩阵, 且 A -1 = 1

2
(3E - A) .

2. 3　 矩阵的初等变换

2. 3. 1　 矩阵的分块

定义 2. 13 用若干条纵线和横线把矩阵 A 分成许多个小矩阵, 每一个小矩阵称 A 的

一个子块, 以子块为元素的矩阵称分块矩阵.

例如, A =

1 2 3 - 1 0
4 5 6 0 1
- 2 3 5 3 5
3 2 1 4 0

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

就是一个分块矩阵.

若记A11 =
1 2 3 - 1
4 5 6 0
- 2 3 5 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, A12 =

0
1
5

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, A21 = 3 2 1 4( ) , A22 = (0), 则A可表

示为 A =
A11 A12

A21 A22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

根据需要可以对矩阵做不同的划分, 上述矩阵亦可进行如下分块:

A =

1 2 3 - 1 0
4 5 6 0 1
- 2 3 5 3 5
3 2 1 4 0

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

若记 A11 =
1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A12 =

2 3
5 6

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A13 =

- 1 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A21 =

- 2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A22 =

3 5
2 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A23 =

3 5
4 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 则 A 可表示为 A =

A11 A12 A13

A21 A22 A23

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

设 A 为 m × n 矩阵, 常把矩阵按列分块:
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A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

= α1 　 α2 　 …　 αn( ) , 其中 αi =

a1i

a2i

︙
ami

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

( i = 1, 2, …, n) 是

一列的矩阵, 又称列向量.
或者把矩阵按行分块:

A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

=

β 1

β 2

︙
βm

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, 其中 β i = (β i1 　 β i2 　 …　 β in)( i = 1, 2, …, m) 是

一行的矩阵, 又称行向量.
分块矩阵的运算规则与普通矩阵的运算规则类似, 下面分别加以说明.

1. 加法

设 A, B 都是 m × n 矩阵, 且分块方法相同, 即

A =

A11 A12 … A1r

A21 A22 … A2r

︙ ︙ ︙
As1 As2 … Asr

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, B =

B11 B12 … B1r

B21 B22 … B2r

︙ ︙ ︙
Bs1 Bs2 … Bsr

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

其中 Aij 和 Bij( i = 1, 2, …, s; j = 1, 2, …, r) 是同型的子块, 则

A + B =

A11 + B11 A12 + B12 … A1r + B1r

A21 + B21 A22 + B22 … A2r + B2r

︙ ︙ ︙
As1 + Bs1 As2 + Bs2 … Asr + Bsr

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

即对应子块相加.

2. 数与矩阵相乘

设矩阵的分块矩阵形式为

A =

A11 A12 … A1r

A21 A22 … A2r

︙ ︙ ︙
As1 As2 … Asr

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

则 λA =

λA11 λA12 … λA1r

λA21 λA22 … λA2r

︙ ︙ ︙
λAs1 λAs2 … λAsr

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,

即用 λ 乘每个子块.
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3. 两矩阵相乘

设矩阵 A 的列数等于矩阵 B 的行数, 且 A 的列的分块与 B 的行的分块方法相同, 即

A =

A11 A12 … A1r

A21 A22 … A2r

︙ ︙ ︙
As1 As2 … Asr

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

, B =

B11 B12 … B1t

B21 B22 … B2t

︙ ︙ ︙
Br1 Br2 … Brt

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

其中子块Aik 的列数等于子块Bkj 的行数( i = 1, 2, …, s; j = 1, 2, …, t; k = 1, 2, …,
r), 则

AB =

C11 C12 … C1t

C21 C22 … C2t

︙ ︙ ︙

Cs1 Cs2 … Cst

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

.

其中Cij = Ai1B1j + Ai2B2j + … + AirBrj( i = 1, 2, …, s; j = 1, 2, …, t), 即以子块为元素

按矩阵相乘的法则进行.
注意: 在分块矩阵乘法中, 要求矩阵 A 列的分法与矩阵 B 行的分法是一致的.

例 2. 12 设 A =

1 0 0 2 5
0 1 0 3 2
0 0 0 4 0
0 0 0 0 4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, B =

- 2 3 1 0 0
4 0 1 0 0
2 1 - 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

, 求 AB.

解 　 把 A, B 分块成 A =
A11 A12

A21 A22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , B =

B11 B12

B21 B22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , 其中

A11 =
1 0 0
0 1 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A12 =

2 5
3 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , A21 =

0 0 0
0 0 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ = O, A22 =

4 0
0 4

æ

è
ç

ö

ø
÷ = 4 E2,

B11 =
- 2 3 1
4 0 1
2 1 - 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, B12 =

0 0
0 0
0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
= O, B21 =

0 0 0
0 0 0

æ

è
ç

ö

ø
÷ = O, B22 =

1 0
0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ = E2 .

得 AB =
A11 A12

O 4E2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

B11 O

O E2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

A11B11 A12

O 4E2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , 由于

A11B11 =
1 0 0
0 1 0

æ

è
ç

ö

ø
÷

- 2 3 1
4 0 1
2 1 - 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

- 2 3 1
4 0 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 故 AB =

- 2 3 1 2 5
4 0 1 3 2
0 0 0 4 0
0 0 0 0 4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.
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4. 转置

设 m × n 矩阵 A 的分块矩阵为

A =

A11 A12 … A1r

A21 A22 … A2r

︙ ︙ ︙
As1 As2 … Asr

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

则 AT =

AT
11 AT

21 … AT
s1

AT
12 AT

22 … AT
s2

︙ ︙ ︙
AT

1r AT
2r … AT

sr

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

其中AT
ij 是子块Aij 的转置矩阵( i = 1, 2, …, s; j = 1, 2, …, r), 即分块矩阵的转置是先

对子块的位置转然后再对每个子块进行转置.

5. 分块对角阵

设 A 为 n 阶方阵, 若 A 的分块矩阵只有在主对角线上有非零的子块, 且非零子块都是

方阵, 其余子块都为零矩阵, 即

A =

A1 O … O

O A2 … O

︙ ︙ ︙
O O … As

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

其中 Ai( i = 1, 2, …, s) 都是方阵, 那么 A 称分块对角阵, 也称准对角矩阵.
显然, 分块对角矩阵的行列式具有下述性质:

A = A1 A2 … As .
对于两个有相同分块的准对角矩阵

A =

A1 O … O

O A2 … O

︙ ︙ ︙
O O … As

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

, B =

B1 O … O

O B2 … O

︙ ︙ ︙
O O … Bs

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,

有

A ± B =

A1 ± B1 O … O

O A2 ± B2 … O

︙ ︙ ︙
O O … As ± Bs

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

, AB =

A1B1 O … O

O A2B2 … O

︙ ︙ ︙
O O … AsBs

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.
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2. 3. 2　 分块矩阵的逆矩阵

设分块对角阵A =

A1 O … O

O A2 … O

︙ ︙ ︙
O O … As

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

, 其中Ai( i = 1, 2, …, s) 是可逆的, 则由分块

对角阵的乘法, 有 A -1 =

A -1
1 O … O

O A -1
2 … O

︙ ︙ ︙
O O … A -1

s

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

例 2. 13 求下列矩阵的逆矩阵

A =
5 0 0
0 1 1
0 2 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

解 　 采用分块对角阵 A =
5 0 0
0 1 1
0 2 3

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

A1 O

O A2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , 其中 A1 = (5), A2 =

1 1
2 3

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 则

A -1
1 = 1

5
æ

è
ç

ö

ø
÷ , A -1

2 =
3 - 1
- 2 1

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 故 A -1 =

A -1
1 O

O A -1
2

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ =

1
5

0 0

0 3 - 1
0 - 2 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.

2. 3. 3　 矩阵的初等变换

定义 2. 14 对一个矩阵进行下列三种变换, 称为矩阵的初等行(列) 变换.
(1) 对换变换: 交换两行(列)[交换 i, j 两行(列), 记作 ri↔r j(ci↔cj)] .
(2) 数乘变换: 以数 k(k ≠ 0) 乘某一行(列) 中的所有元素[第 i 行(列) 乘 k, 记

作 kri(kci)] .
(3) 倍加变换: 把某一行(列) 所有元素的 k倍加到另一行对应的元素上去[第 j行(列)

的 k 倍加到第 i 行(列) 上, 记作 ri + kr j(ci + kcj)] .
矩阵的初等行变换与初等列变换, 统称矩阵的初等变换.
例如,

A =
1 - 1 2 1
2 3 1 2
1 0 - 1 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1↔r3→
1 0 - 1 2
2 3 1 2
1 - 1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2 - 2r1→
1 0 - 1 2
0 3 3 - 2
1 - 1 2 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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c3 + c1→
1 0 0 2
0 3 3 - 2
1 - 1 3 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
3
c3
→

1 0 0 2
0 3 1 - 2
1 - 1 1 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

显然, 三种初等变换都可逆, 且其逆变换是同一类型的初等变换: 变换 ri↔r j 的逆变

换就是自身; ri × k 的逆变换为 ri ×
1
k

æ

è
ç

ö

ø
÷ ; 变换 ri + kr j 的逆变换为 ri + ( - k) r j .

定义 2. 15 如果矩阵 A 经有限次初等变换化成矩阵 B, 就称矩阵 A 与矩阵 B 等价,

记作 A ≌ B 或记作 A → B.
矩阵的等价有以下性质.
(1) 反身性: A ≌ A.
(2) 对称性: 若 A ≌ B, 则 B ≌ A.
(3) 传递性: 若 A ≌ B, B ≌ C, 则 A ≌ C.
对矩阵进行初等变换的一个最主要目的就是对矩阵进行化简. 下面介绍几种化简后的

形式及化简方法.

定义 2. 16 已知非零矩阵 A, 若它满足下述两个条件, 则称矩阵 A 为行阶梯形

矩阵:
(1) 元素全为零的行(如果存在的话) 在矩阵的最下方;
(2) 各非零行的非零首元(即第一个不为零的元素) 的列标随着行标的递增而严格

增大.
对于这样的矩阵, 可画出一条阶梯线, 线的下方都是零, 每个台阶只有一行, 台阶数

即是非零行数.

例如, 矩阵 为行阶梯形矩阵.

利用初等行变换可以把矩阵化为行阶梯形矩阵.

例 2. 14 将矩阵 A =

1 - 2 2 - 1 1
2 - 4 8 0 2
- 2 4 - 2 3 3
3 - 6 0 - 6 4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

化为行阶梯形矩阵.

解 　 A =

1 - 2 2 - 1 1
2 - 4 8 0 2
- 2 4 - 2 3 3
3 - 6 0 - 6 4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

r2 - 2r1
r3 + 2r1

r4 - 3r1
→

1 - 2 2 - 1 1
0 0 4 2 0
0 0 2 1 5
0 0 - 6 - 3 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷
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1
2
r2

r3 - r2

r4 + 3r2
→

1 - 2 2 - 1 1
0 0 2 1 0
0 0 0 0 5
0 0 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

r4↔r5→

1 - 2 2 - 1 1
0 0 2 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 5

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

r4 - 5r3→

1 - 2 2 - 1 1
0 0 2 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

继续进行行变换, 还可以得到更为简单的形式.

定义 2. 17 对于行阶梯形矩阵, 若它满足下述两个条件, 则称该矩阵为行最简形

矩阵:
(1) 各非零行的非零首元均为 1;
(2) 非零首元所在的列除了非零首元 1 以外, 其他元素都为 0.
例如, 对例 2. 14 中的矩阵 A 继续进行初等行变换, 可得到

A
r1 - r3
r1 - r2

→

1 - 2 0 - 2 0
0 0 2 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

1
2
r2
→

1 - 2 0 - 2 0
0 0 1 1 / 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

若再对矩阵 A 进行初等列变换, 其还可以进一步化简.

A
c2 + 2c1
c4 + 2c1

→

1 0 0 0 0
0 0 1 1 / 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

c4 - 1
2
c3
→

1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

c2↔c3
c3↔c5

→

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

=
E3 O

O O
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = B.

矩阵B的左上角为一个单位矩阵E3, 其他各分块矩阵均是零矩阵, 则称矩阵B为矩阵

A 的等价标准形.
定理 2. 2　 任意一个 m × n 矩阵 A 都与一个形如

1 0 … 0 … 0
0 1 … 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙
0 0 … 1 … 0
0 0 … 0 … 0
︙ ︙ ︙ ︙
0 0 … 0 … 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

=
Er O

O O
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

m×n
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的矩阵等价, 则此矩阵称矩阵 A 的标准形. 其中 r 为 1 的个数, Er 为 r 阶单位矩阵.
注意: 标准形矩阵中元素 1 的个数可以是零, 即元素 1 的个数为零的矩阵为零矩阵.
定理 2. 3　 任何一个矩阵 A 总可以经过有限次初等行变换化为行阶梯形矩阵, 并进一

步化为行最简形矩阵.
定理 2. 4　 任何一个矩阵都有等价标准形, 当且仅当矩阵 A与 B有相同的等价标准形

时, 矩阵 A 与 B 等价.
注意: 与矩阵 A 等价的行阶梯形矩阵和行最简形矩阵不是唯一的, 但矩阵 A 的等价标

准形是唯一的.

例 2. 15 设 A =
0 1 - 1 2
1 0 2 - 1
2 1 0 - 2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
, 求 A 的等价标准形.

解 　 A
r1↔r2→

1 0 2 - 1
0 1 - 1 2
2 1 0 - 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r3 - 2r1→
1 0 2 - 1
0 1 - 1 2
0 1 - 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

c3 - 2c1
c4 + c1

→
1 0 0 0
0 1 - 1 2
0 1 - 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r3 - r2→
1 0 0 0
0 1 - 1 2
0 0 3 - 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

c3 + c2
c4 - 2c2

→
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 3 - 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
3
c3
→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 - 2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

c4 + 2c3→
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

2. 3. 4　 初等矩阵

定义 2. 18 将单位矩阵作一次初等变换得到的矩阵称初等矩阵, 简称初等阵.
三种初等变换对应着如下三种初等阵.
(1) 交换单位矩阵 E 的第 i, j 行(或列), 得

P( i, j) =

1
⋱

1
0 … … … 1
︙ 1 ︙
︙ ⋱ ︙
︙ 1 ︙
1 … … … 0

1
⋱

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

← i 行

← j 行

.
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(2) 单位矩阵 E 的第 i 行(或列) 乘 k, 得

P( i(k)) =

1
⋱

1
k

1
⋱

1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

← i 行.

(3) 单位矩阵 E 的第 i 行乘 k 加到第 j 行(或第 j 列乘 k 加到第 i 列), 得

P( j, i(k)) =

1
⋱

1
︙ ⋱
︙ ⋱
k … … 1

⋱
1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

← i 行

← j 行

.

由初等变换可逆, 可知初等矩阵可逆, 且此初等变换的逆变换也就对应着初等矩阵的

逆阵, 它们的逆矩阵还是初等矩阵.
P ( i, j) -1 = P( i, j), P -1( i(k)) = P( i(k -1)), P -1( j, i(k)) = P( j, i( - k)) .
定理 2. 5　 对一个 m × n 矩阵 A作一次初等行变换相当于在 A的左边乘上相应的 m阶

初等方阵; 对 A 作一次初等列变换相当于在 A 的右边乘上相应的 n 阶初等方阵.
证明 　 设 A = (aij)m×n

(1)P( i, j) 是交换单位矩阵 E 的第 i, j 行(或列) 得到的, 则

P( i, j)A =

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙
a j1 a j2 … a jn

︙ ︙ ︙
ai1 ai2 … ain

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

← i 行

← j 行
,
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AP( i, j) =

a11 … a1j … a1i … a1n

a21 … a2j … a2i … a2n

︙ ︙ ︙ ︙
am1 … amj … ami … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

　 　 　 　
↑
i 列

　 　
↑
j 列

.

即用m阶矩阵P( i, j) 左乘A, 相当于对矩阵施行第一种初等行变换: 交换A的第 i行
和第 j行. 用 n阶矩阵P( i, j) 右乘A, 相当于对矩阵施行第一种初等列变换: 交换A的第 i
列和第 j 列.

(2) P( i(k)) 是由单位矩阵 E 的第 i 行(或列) 乘 k 得到的, 则

P( i(k))A =

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙
kai1 kai2 … kain

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

← i 行,

AP( i(k)) =

a11 … ka1i … a1n

a21 … ka2i … a2n

︙ ︙ ︙
am1 … kami … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

　 　 　 　
↑
i 列

即用 m阶矩阵 P( i(k)) 左乘 A, 相当于对矩阵施行第二种初等行变换: 用数 k 乘 A的

第 i行. 用 n阶矩阵 P( i(k)) 右乘A, 相当于对矩阵施行第二种初等列变换: 用数 k乘A的

第 i 列.
(3) P( j, i(k)) 是由单位矩阵E的第 i行乘 k加到第 j行(或第 j列乘 k加到第 i列) 得到

的, 则

P( j, i(k))A =

a11 a12 … a1n

︙ ︙ ︙
ai1 ai2 … ain

︙ ︙ ︙
kai1 + a j1 kai2 + a j2 … kain + a jn

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

← i 行

← j 行
,
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AP( j, i(k)) =

a11 … a1i + ka1j … a1j … a1n

a21 … a2i + ka2j … a2j … a2n

︙ ︙ ︙ ︙
am1 … ami + kamj … amj … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

　 　 　 　 　 　 　
↑
i 列

　 　 　 　
↑
j 列

即用 m 阶矩阵 P( j, i(k)) 左乘 A, 相当于对矩阵施行第三种初等行变换: 把 A 的第 i
行元素的 k倍加到第 j行对应的元素上. 用 n阶矩阵 P( j, i(k)) 右乘A, 相当于对矩阵施行

第三种初等列变换: 把 A 的第 j 列元素的 k 倍加到第 i 列对应的元素上.
因此, 对矩阵 A 施行任一种初等行(列) 变换, 就相当于在矩阵的左(右) 边乘上一个

相应的初等矩阵.
推论 2. 2　 矩阵 A 和矩阵 B 等价的充要条件是存在初等矩阵 P1, P2, …, Ps, Q1,

Q2, …, Qt, 使得

P1P2…PsBQ1Q2…Qt = A.

2. 4　 矩 阵 的 秩

矩阵的秩是反映矩阵固有特性的一个重要概念, 对矩阵理论的研究和应用有着十分重

要的作用.

2. 4. 1　 矩阵的子式与矩阵的秩

定义 2. 19 设 A为m × n矩阵, 任意选取 A的 k行和 k列(1≤ k≤min(m, n)), 位

于这些行和列相交处的 k × k个元素按原来的顺序组成一个 k阶方阵, 该方阵对应的 k阶行

列式称矩阵 A 的一个 k 阶子式.

例如, 设A =
1 2 - 3
4 5 - 6
7 8 - 9

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 取定A的第 3行和第 1列, 相交处的元素可构成一阶子式

7 = 7; 取定A的第1、 3两行和第2、 3两列, 这些行和列相交处的4个元素按原来的相应

位置就可构成 A 的一个二阶子式

2 - 3
8 - 9

= - 18 + 24 = 6.

显然, 该矩阵 A 的二阶子式有 9 个. 一般地, 一个 m × n 矩阵的 k 阶子式共有 Ck
mCk

n 个.

定义 2. 20 若矩阵 A中存在一个 r阶子式不等于零, 而所有 r + 1阶子式(存在的话)
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全等于零, 则称矩阵 A 的秩为 r, 记为 r(A) = r.
规定: 零矩阵的秩为 0.

例 2. 16 求矩阵 A 的秩, 其中 A =
1 - 1 3
- 2 1 - 2
- 1 - 1 5

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

解 　 显然 A 中有一阶子式不等于零. 在 A 中, 存在一个二阶子式
1 - 1
- 2 1

= - 1 ≠

0. 又 A 的三阶子式只有一个 A , 且

1 - 1 3
- 2 1 - 2
- 1 - 1 5

= 0, 故 r(A) = 2.

注意: 从本例可以看出, 利用定义求矩阵 A 的秩, 需确定多个子式的值, 计算过程是

比较麻烦的.

例 2. 17 已知矩阵 A =

a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

的秩为 3, 求 a 的值.

解 　 由于 r(A) = 3, 则 A = 0, 于是

A =

a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

= (a + 3)

1 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

= (a + 3)

1 1 1 1
0 a - 1 0 0
0 0 a - 1 0
0 0 0 a - 1

= (a + 3) (a - 1) 3 = 0.
可解得 a = - 3 或 a = 1.

当 a = 1时, r(A) = 1; 当 a = - 3时, 存在一个三阶子式

- 3 1 1
1 - 3 1
1 1 - 3

= - 16≠0.

故当且仅当 a = - 3 时, r(A) = 3.
由秩的定义和行列式的性质可知, m × n 矩阵 A 的秩有下述性质:
(1) 0 ≤ r(A) ≤ min(m, n);
(2) r(A) = r(AT);
(3) r(kA) = r(A), k 为非零常数.
设A = (aij) n×n 是可逆矩阵, 即 A ≠0, A的不等于零的子式的阶数为 n, 所以 r(A) =

n. 反之, 若 n 阶矩阵 A 的秩为 n, 则 A 的 n 阶子式不等于零, 即 A ≠ 0, 所以 A 可逆.
定理 2. 6　 设 A 为 n 阶方阵, 则 r(A) = n 的充要条件是 A 为可逆矩阵.
可以看出, 对于 n 阶方阵 A, A = 0 的充要条件是 r(A) < n.
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由行列式的性质可知, 在A中, 当所有 r + 1阶子式都为0时, 所有高于 r + 1阶的子式

也全为0, 因此, 矩阵A的秩 r(A) 就是A的非零子式的最高阶数. 若 r(A)= r, 则A一定存

在一个 r阶非零子式, 称A的最高阶非零子式. 显然, A的最高阶非零子式可能不止一个.

例 2. 18 求矩阵 A =

1 2 3 4 5
0 6 7 8 9
0 0 10 11 12
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

的秩.

解 　 矩阵A是一个行阶梯形矩阵, 其中非零行只有三行, 故可知A的四阶子式必定全

为零.

又 A 存在一个三阶子式

1 2 3
0 6 7
0 0 10

= 60 ≠ 0, 故 r(A) = 3.

从本例中可以看出: 一个行阶梯形矩阵的秩一定等于它的非零行的个数.
设矩阵A是一个 s × n矩阵, 显然, 有 r(A) ≤min( s, n) . 当 r(A) =min( s, n) 时, 称

A 为满秩矩阵; 否则称 A 为降秩矩阵.
利用定义计算矩阵的秩, 需要由高阶到低阶考虑矩阵的子式, 当矩阵的行数与列数较

多时, 是非常麻烦的. 但由“一个行阶梯形矩阵的秩一定等于它的非零行的个数” 这一结论

可知, 行阶梯形矩阵的秩是比较容易判断的. 而矩阵都可以经过初等行变换化为行阶梯形

矩阵, 因而可考虑借助初等变换求矩阵的秩.

2. 4. 2　 利用初等变换求矩阵的秩

定理 2. 7　 矩阵的初等变换不改变矩阵的秩.
证明 　 设矩阵 A = (aij)m×n, 这里仅证明初等行变换的情况.
(1) 当对 A 施以交换两行的变换时, 变换后的矩阵的任一子式和原矩阵对应位置的子

式相比, 最多只可能是行的顺序的不同, 而这只会改变行列式的符号. 子式或同为零, 或

同不为零, 所以矩阵的秩不会改变.
(2) 当对 A 施以用非零数 k 乘某一行的变换时, 变换后的矩阵的任一子式和原矩阵对

应位置的子式相比, 最多只可能是某行乘以非零数, 而这只会改变行列式的倍数. 子式或

同为零, 或同不为零, 所以矩阵的秩不会改变.
(3) 当对A施以第三种初等行变换时, 不妨设把A的第2行的k倍加到第1行上, 得到矩阵

B =

a11 + ka21 a12 + ka22 … a1n + ka2n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
am1 am2 … amn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

假设 r(A) = r, 若B中没有大于 r阶的子式, 易知 r(B) ≤ r = r(A) . 若B中有大于 r阶
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的子式, 对任意一个 r + 1 阶子式, 不妨记为 Br+1 , 分如下两种情况讨论.

(ⅰ) 如果 Br+1 不包含B的第1行元素, 则它也是原矩阵A的 r + 1阶子式, 因 r(A)= r,

故 Br+1 = 0.

(ⅱ) 如果 Br+1 含有 B 的第 1 行元素, 则

Br+1 =

a1j1
+ ka2j1 a1j2

+ ka2j2 … a1jr+1
+ ka2jr+1

ai2j1 ai2j2 … ai2jr+1

︙ ︙ ︙
air+1j1 air+1j2 … air+1jr+1

　 　 　 　 　 　

=

a1j1 a1j2 … a1jr+1

ai2j1 ai2j2 … ai2jr+1

︙ ︙ ︙
air+1j1 air+1j2 … air+1jr+1

+ k

a2j1 a2j2 … a2jr+1

ai2j1 ai2j2 … ai2jr+1

︙ ︙ ︙
air+1j1 air+1j2 … air+1jr+1

= 0 + 0 = 0.
因此 r(B) ≤ r = r(A) .
同理, 根据初等变换的可逆性, 矩阵 B 也可以通过第三种初等行变换化为矩阵 A, 故

可得 r(A) ≤ r(B) . 于是 r(A) = r(B), 即初等行变换不改变矩阵的秩.
初等列变换也有同样的结论, 读者可自行证明.

定理 2. 7 表明两个等价矩阵的秩必然相等. 若矩阵 A 的标准形为
Er O

O O
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , 显然

r(A) = r. 由此可以得到求矩阵秩的另一种方法, 即利用矩阵的初等行变换将 A 化为行阶

梯形矩阵, 行阶梯形矩阵中非零行数就是矩阵 A 的秩.

例 2. 19 设矩阵 A =

2 1 11 2
1 0 4 - 1
11 4 56 5
2 - 1 5 - 6

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, 求 A 的秩.

解 　 对 A 施以初等行变换化为行阶梯形矩阵, 即

A =

2 1 11 2
1 0 4 - 1
11 4 56 5
2 - 1 5 - 6

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r1↔r2→

1 0 4 - 1
2 1 11 2
11 4 56 5
2 - 1 5 - 6

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r2 - 2r1
r3 - 11r1

r4 - 2r1
→

1 0 4 - 1
0 1 3 4
0 4 12 16
0 - 1 - 3 - 4

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r3 - 4r2
r4 + r2

→

1 0 4 - 1
0 1 3 4
0 0 0 0
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

变换后的行阶梯形矩阵有两个非零行, 所以 r(A) = 2.
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2. 4. 3　 利用初等变换求矩阵的逆

本章的第 2节中给出了当矩阵A可逆时, 计算逆矩阵A -1 的公式A -1 = 1
A

A∗ . 若按这

个公式来求逆矩阵, 当矩阵的阶数比较高时, 计算量一般是非常大的. 下面介绍另一种求

逆矩阵的简便有效的方法, 即利用初等变换求矩阵的逆.
定理 2. 8　 n 阶矩阵 A 可逆的充要条件是存在 n 阶初等矩阵 P1, P2, …, P t, 使

A = P1P2…P t .
证明 　 设 A可逆, 则 A≌ E. 由矩阵等价的对称性知 E≌ A, 故 E经有限次初等变换

可化为 A, 也就是存在 n 阶初等矩阵 P1, P2, …, P t, 使 P1P2…PrEPr+1…P t = A,
即A =P1P2…P t .

反之, 由于每一个初等矩阵均为可逆阵, 因此 A 也为可逆阵.
推论2. 3　 两个m × n矩阵A, B等价的充要条件是存在m阶可逆方阵 P与 n阶可逆方

阵 Q, 使 PAQ = B.
利用初等变换求矩阵的逆的方法如下.
若 A 可逆, 则根据定理 2. 8, 存在初等矩阵 P1, P2, …, P t, 使得

A = P1P2…P t,
上式两边依次左乘初等矩阵 P -1

1 , P -1
2 , …, P -1

t 有

P -1
t P -1

t -1…P -1
1 A = E,

再右乘 A -1 得

P -1
t P -1

t -1…P -1
1 E = A -1 .

这表明对 A 施行一系列初等行变换后得到单位矩阵 E, 对 E 依次施行与对 A 同样的初

等行变换, 即得 A -1 . 从而

P -1
t P -1

t -1…P -1
1 A E

􀪋

( ) = P -1
t P -1

t -1…P -1
1 A P -1

t P -1
t -1…P -1

1 E􀪋

( ) = E A -1􀪋

( ) ,

即对矩阵 A E

􀪋

( ) 施行初等行变换, 把 A 变成 E 时, 原来的 E 就变成 A -1 .

同理, 对矩阵
A
E

æ

è
ç

ö

ø
÷ 施行初等列变换, 把 A 变成 E 时, 原来的 E 就变成 A -1, 即

A
E

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

E
A -1

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

例 2. 20 A =
1 2 3
2 2 1
3 4 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求 A -1 .

解 　 (A E

􀪋

) =
1 2 3 1 0 0
2 2 1 0 1 0
3 4 3 0 0 1

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2 - 2r1
r3 - 3r1→

1 2 3 1 0 0
0 - 2 - 5 - 2 1 0
0 - 2 - 6 - 3 0 1

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r1 + r2
r3 - r2→
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1 0 - 2 - 1 1 0
0 - 2 - 5 - 2 1 0
0 0 - 1 - 1 - 1 1

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

r2 - 5r3
r1 - 2r3→

1 0 0 1 3 - 2
0 - 2 0 3 6 - 5
0 0 - 1 - 1 - 1 1

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

- 1
2
r2

- r3 →

1 0 0 1 3 - 2

0 1 0 - 3
2

- 3 5
2

0 0 1 1 1 - 1

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

= (E A -1􀪋

) .

所以 A -1 =

1 3 - 2

- 3
2

- 3 5
2

1 1 - 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.

注意:
(1) 在用初等行变换求逆矩阵的实际计算中, 若对方阵 A 施行初等行变换的过程中出

现了零行, 则表明 A 不可逆, 变换即可终止.
(2) 利用分块矩阵(A E

􀪋
) 求逆矩阵时, 只能用初等行变换, 而不能用初等列变换.

习 　 题 　 2

1. 已知 A =
1 1 2 - 1
0 3 1 2
2 1 0 - 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, B =

- 2 1 1 1
1 2 2 1
0 2 1 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求 4A + 2B.

2. 设 A =
0 0 0
1 1 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B =

2 0
1 0
3 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求 AB 和 BA.

3. 已知 A =
1 0 1
0 2 0
1 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求 A4 和 An .

4. 设 A =
a 1 0
0 a 1
0 0 a

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求 An(n ≥ 2) .

5. 证明: 设 A 和 B 为两个 n 阶对称矩阵, 则 AB 是对称阵的充要条件是 AB = BA.

6. 已知 A = 1 2 3( ) , B = 1 1
2

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 求 ATB.

7. 设 A 是 n 阶方阵, 满足 AAT = E, 且 A = - 1, 求 A + E .
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8. 设 A =
0 1 2
1 1 4
2 - 1 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, 求 A -1 .

9. 已知 A =

0 0 5 2
0 0 2 1
1 - 2 0 0
1 2 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, 求 A -1 .

10. 对角阵为 A =

d1 0 … 0

0 d2 … 0

︙ ︙ ︙
0 0 … dn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

, di ≠ 0, i = 1, 2, …, n, 求 A -1 .

11. 设 A与C分别是 r阶和 s阶可逆矩阵, 求分块矩阵X =
O A
C O

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 Y =

O A
C B

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的逆

矩阵.

12. 设 A =
1 0 0
2 2 0
3 4 5

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, A∗ 是 A 的伴随矩阵, 求(A∗) -1 .

13. 已知 A∗ =

4 3 0 0
- 1 0 0 0
0 0 3 - 6
0 0 - 3 3

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, 求 A 和 A -1(提示: A∗ = A n-1) .

14. 设 A =
- 2 4
1 - 3

æ

è
ç

ö

ø
÷ , B =

2 4
- 1 - 6

æ

è
ç

ö

ø
÷ , C =

5 3
0 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , 求矩阵 X, 使 AXB = C.

15. 设 A 和 B 均为 n 阶非零矩阵, 且 AB = O, 试证明: r(A) < n, r(B) < n.
16. 设 A 是 m × n 矩阵, B 是 n × m 矩阵, 若 AB = E, 试证明: r(B) = m.
17. 设方阵 A 满足 A2 - 2A - 4E = O, 证明 A + E 是可逆阵, 并求(A + E) -1 .

18. 求矩阵 X, 使 AX = B, 其中 A =
1 2 3
2 2 1
3 4 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, B =

2 5
3 1
4 3

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

19. 求 A =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2001 1 2 3
4 5 6
7 8 9

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0 0 1
0 1 0
1 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2000

.




